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МЕТОДИ КОМПЛЕКСНОГО АНАЛІЗУ І СУМАРНИХ ЗОБРАЖЕНЬ  
МОДЕЛЮВАННЯ НЕЛІНІЙНИХ КВАЗІІДЕАЛЬНИХ ПРОЦЕСІВ У  
ДВОЯКО-ШАРУВАТИХ  СЕРЕДОВИЩАХ 
 
На основі синтезу числових методів комплексного аналізу та сума-
рних зображень з декомпозицією області за методом Шварца роз-
роблено конструктивний підхід до розв’язання нелінійних крайо-
вих задач для двозв’язних шаруватих криволінійних областей, об-
межених еквіпотенціальними лініями. Створений алгоритм автома-
тично вирішує проблему вибору вузлів та побудови динамічної сіт-
ки, знаходження невідомих ліній розділу шарів сталості коефіцієн-
та прові  
Ключові слова: комплексний потенціал, конформні відображення, 
метод сумарних зображень, декомпозиція області, альтернуючий 
метод Шварца, шарувате середовище. 
 
Вступ. У попередніх роботах авторів (див., напр. [1; 2]) запропо-
новано конструктивний підхід до моделювання квазіідеальних полів 
для криволінійних областей, обмежених лініями течії і еквіпотенціа-
льними лініями, на основі синтезу числових методів комплексного 
аналізу [3; 4] та сумарних зображень [5; 6]. Зокрема, розроблена об-
числювальна технологія розв’язання нелінійних модельних задач 
для багатозв’язних криволінійних шаруватих областей, у яких прові-
дність середовища задається як кусково-стала функція, залежна від 
шуканого квазіпотенціалу, що базується на поєднанні числових ме-
тодів квазіконформних («кусково-конформних») відображень [4], фо-
рмул сумарних зображень для шарувато-неоднорідних середовищ з 
вертикальними лініями розділу [7; 8] і альтернуючого методу Шварца 
[9]. Цей підхід також був поширений і на математичне моделювання 
процесів витіснення вуглеводнів із ущільнених (сланцевих) пластів з 
гідророзривами, в яких має місце суттєво різна проникність середови-
ща вздовж відповідних ліній течії. Для розрахунку вузлів динамічної сіт-
ки у таких задачах застосовуються формули сумарних зображень для 
диференціальних рівнянь з розривними коефіцієнтами в багатошарових 
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областях з горизонтальними лініями розділу [7; 8]. При цьому, викорис-
тання методів сумарних зображень як компоненти раніше розробле-
них обчислювальних процедур дозволяє суттєво підвищити ефекти-
вність запропонованого алгоритму, оскільки, дає можливість в ком-
плексі (сумарно) враховувати вплив усіх граничних і внутрішніх вуз-
лів, що пришвидшує досягнення спряженості шуканих гармонічних 
функцій. 
У даній роботі запропонований підхід викладений на прикладі 
розв’язання нелінійних крайових задач для двозв’язних обмежених 
еквіпотенціальними лініями областей – математичних моделей ста-
ціонарного процесу руху речовини у двояко-шаруватих середовищах 
[10], провідність яких задається кусково-сталими функціями, залеж-
ними і від шуканого потенціалу, і від функції течії, з невідомими ліні-
ями розділу шарів (лініями розриву коефіцієнта провідності), що про-
ходять вздовж ділянок шуканих еквіпотенціалей та ліній течії і зна-
ходяться в процесі розв’язання задачі. 
Формулювання задачі. Розглянемо стаціонарний процес фільт-
рації у двозв’язній криволінійній області zG  ( )iyxz += , обмеженій 
замкненими контурами – еквіпотенціалями { }0),(: ** == yxfzL  і 
{ :* zL = }0),(* =yxf , який описуватимемо рівнянням руху ϕκυ grad⋅=r  
(закон Дарсі) та рівнянням нерозривності 0=υrdiv  [3], де 
+= ),( yxxυυ
r ),(i yxyυ – швидкість фільтрації, ϕ  – потенціал поля, такий, 
що *
*
ϕϕ =L , 
*
* ϕϕ =L , +∞<<<∞−
*
* ϕϕ , ),( yxψψ =  – функція течiї, 
комплексно спряжена до ϕ  [1–4], κ  – коефіцієнт провідності середовища 
– кусково-стала функція із розривами вздовж ділянок шуканих еквіпотен-
ціалей і ліній течії – ( ) приyx lq ),(),(),,( κψϕψϕκ =  ,*)()1(
*
ϕϕϕϕϕ qq ≤<≤ −  
1,1 sq = , 2)()1( ,1,0 slQll =≤≤<≤ − ψψψ  ( ),( lqκ  – деякі додатні числа). Та-
кого роду задачі виникають при моделюванні процесів витіснення вуглево-
днів із ущільнених (сланцевих) пластів за геологічно складних умов. 
Аналогічно до [3; 4], приходимо до задачі на квазіконформне ві-
дображення ),(),()( yxiyxz ψϕωω +==  однозв’язної області  Γ= \zГz GG , 
що утворена за допомогою умовного розрізу Γ  вздовж вибраної лінії 
течії, на відповідну прямокутну область комплексного потенціалу  
ωG { :ψϕω i+== ,∗∗ << ϕϕϕ }Q<<ψ0 = ( ) ( ) ( )UUUUU 2121 1 )( 01 )( *, 1,1 ),( sl lsq qss lq lq LLG ===== ωωω , 
=
),( lqGω { })()1()()1( ,: llqqG ψψψϕϕϕω ω <<<<∈ −− , { })()( * : qq GL ϕϕω ωω =∈= , { })()( 0 : ll GL ψψω ωω =∈=  
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з невідомою витратою ∫ +−=
*L
xy dydxQ υυ : 
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де 00 , LL  – відповідно нижній і верхній береги розрізу Γ . 
Обернена до (1) крайова задача на квазіконформне відобра-
ження ),()( ψϕω xzz == ),( ψϕiy+  області ωG  на ГzG  при невідомій 
витраті Q  та розрізі Γ  має вигляд: 
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і є еквівалентною до задачі [4]: 
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де ϕψψϕ ∂
∂
∂
∂
−
∂
∂
∂
∂
=
yxyxJ  – якобіан переходу. 
Умови спряження вздовж шуканих еквіпотенціальних ліній )(
*
qL  
і ліній течії )(0
lL , що є лініями розриву функції κ , мають вигляд: 
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де [ ]f  – стрибок функції f при переході по нормалі через відповідну лі-
нію. 
Різницевий аналог. Для знаходження розв’язків нелінійної за-
дачі (3) в області комплексного квазіпотенціалу конструюємо рівно-
мірну ортогональну сітку і замінюємо ωG  сітковою областю ( ){ : , jiG ψϕγω =  ii ⋅∆+= ∗ ϕϕϕ , 1+,0= mi , qmq ϕϕ =)( , 1,1 sq = , 
mmmm s ≤<<<≤ 1210 K , jj ⋅∆= ψψ , 1+,0= nj , ln
l ψψ =)( , 2,1 sl = , 
nnnn s ≤<<<≤ 2210 K ,  ,1+
−
=∆ ∗
∗
m
ϕϕ
ϕ  1+
=∆
n
Q
ψ , ψ
ϕγ ∆
∆
= , 
}N∈nm, , а крайові умови, умови на розрізі і умови ортогональності 
ліній динамічної сітки до відповідних ділянок межі фізичної області – 
скінченно-різницевими аналогами [4]: 
 ( ) ( ) 1+,0=,0,,0,
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де ),(),,(  ),,(
,,, jijijijijiji yyxx ψϕκκψϕψϕ === . 
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~~~ κκκ = ) при фіксованих (заданих) початкових значеннях невідо-
мої величини γ  (або шуканої витрати Q ) та функцій x  і y  у гранич-
них вузлах сіткової області ,,
,0,0 jj yx  ,, ,1,1 jmjm yx ++  ,, 1,1, ++ nini yx  
0,0, , ii yx  з урахуванням крайових умов (4)–(6), наближення значень 
функцій x  і y  у внутрішніх вузлах сіткової області визначаємо за 
формулами сумарних зображень [7]: 
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де елементи матриці P -трансформацій [ ]n kjkjpP 1,, ==  обчислюються 
як 
1
sin
12
2
, ++
=
n
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n
p kj
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, функція ),( giΦ  має вигляд: 
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елементи діагональних матриць [ ]nkiki 1== µµ , [ ]nkiki 1== νν  визначають-
ся із формул ,121 −+== − kkkk ηηνµ  ,1cos11
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У випадку багатьох ліній розриву κ  по ϕ  і по ψ  для декомпо-
зиції області скористаємось альтернуючим методом Шварца. Для 
цього область γωG  «розіб’ємо» на дві групи (по горизонталі і по вер-
тикалі) сіткових прямокутників з «накладками»: 
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де ( ){ }1111, 111 ,:,~ −+−+ +−− ≤≤≤≤∈= llqq njnmimjilq GG ψψψϕϕϕψϕ γω , 
( ){ }1111, 111 ,:,~~ −+−+ ≤≤≤≤∈= −+− llqq njnmimjilq GG ψψψϕϕϕψϕ γω . 
При цьому отримаємо )1()1( 1221 −+− ssss  проекцій вихідної задачі 
(стосовно підобластей lqlq GG ,,
~
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~
) [9; 11] для знаходження послідовно-
стей сіткових функцій ( ) ( ) 
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= , де ξ  – номер кроку ітераційно-
го процесу [9], що є чисельним аналогом класичного методу Шварца 
[12], розв’язки яких подамо формулами сумарних зображень (7)–(8). 
Алгоритм розв’язання поставленої задачі у загальному вигляді 
може бути описаний таким чином. Вводимо необхідні параметри за-
даної фізичної області, значення граничних потенціалів, параметри 
ліній розриву та відповідні значення коефіцієнта провідності, задає-
мо кількість nm×  вузлів розбиття сіткової області γωG  (так, щоб від-
повідні вузли належали лініям розриву κ ), параметр ε , що характе-
ризує точність наближення розв’язку відповідної різницевої задачі 
та бажаний рівень конформності відображення *δ , нульове набли-
ження невідомої величини γ  (або шуканої витрати Q ). Задаємо та-
кож початкові наближення координат граничних вузлів так, щоб. ви-
конувались умови (4) і обчислюємо початкові наближення координат 
внутрішніх вузлів як результат ітераційного процесу по ξ  обчислен-
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ня функцій ( ) ( ) 



 )(,
,
)(
,
,
~
,
~
ξξ lq
ji
lq
ji yx  у підобластях lqlq GG ,,
~
~
,
~
 за формулами 
(7)–(8). При цьому, значення граничних вузлів у цих підобластях ви-
значатимемо як значення внутрішніх вузлів (вздовж відповідних ве-
ртикальних та горизонтальних відрізків) сусідніх підобластей з «на-
кладками» [9]. Зазначимо, що достатньо провести щонайбільше 
)1)(1( 21 −− ss  ітерацій по ξ  для отримання прийнятного результату, 
оскільки загальний алгоритм передбачає кількаразове повторення 
цих обчислювальних процедур при подальшому уточненні інших па-
раметрів задачі. 
Знаходимо значення γ  та Q  за формулами [4]: 
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ji jiji
jiji
jinm
,
0,
)2(
,1
)2(
,
)1(
1,
)1(
,
,
1
11
1
γγ
γγ
κ
γ , 
γϕ
1+
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де ( ) ( )2
,,1
2
,,1
)1(
, jijijijiji yyxx −+−= ++γ , ( ) ( )2,1,2,1,)2(, jijijijiji yyxx −+−= ++γ . 
Після цього уточнюємо координати граничних вузлів (4)–(6), 
знаходимо нове наближення координат внутрішніх вузлів за описа-
ною вище процедурою, знову обчислюємо γ  та Q  за формулами (9).  
Наприкінці кожної ітерації перевіряємо виконання умов стабілі-
зації координат граничних вузлів. Якщо величина зміщення вузлів 
на границі за проведену загальну ітерацію більша за ε , то повторю-
ємо перерахунок параметрів задачі. У протилежному випадку оціню-
ємо ступінь конформності отриманого відображення області компле-
ксного потенціалу на фізичну область [4]. 
Висновки. На основі синтезу числових методів квазіконформ-
них відображень та сумарних зображень з декомпозицією області за 
методом Шварца розроблено конструктивний підхід до розв’язання 
нелінійних крайових задач для двозв’язних двояко-шаруватих кри-
волінійних областей, обмежених еквіпотенціальними лініями. Побу-
дований алгоритм забезпечує можливість автоматичного розрахунку 
динамічної сітки, знаходження ліній розділу шарів сталості коефіціє-
нта провідності середовища, обчислення повної витрати тощо.  
Використання методів сумарних зображень для наближення 
внутрішніх вузлів дозволяє у комплексі на кожному ітераційному 
кроці враховувати вплив не тільки навколишніх, а і всіх граничних 
вузлів і, отже, суттєво пришвидшує досягнення спряженості шуканих 
гармонічних функцій. 
Застосування альтернуючого методу Шварца для декомпозиції 
області по прошарках сталості коефіцієнта провідності з «накладка-
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ми» дає змогу, по-перше, ефективно знаходити неперервні розв’язки 
нелінійних крайових задач з розривними коефіцієнтами; по-друге, 
розв’язувати задачі у більш «зручних» підобластях, аніж уся область 
вихідної задачі, що є особливо актуальним для розрахунків у нафто-
газових, сланцевих пластах, де маємо значні співвідношення між 
розмірами пласта і діаметрами свердловин; по-третє, дозволяє роз-
паралелювати обчислювальний процес, оскільки розрахунки у підо-
бластях на кожному ітераційному кроці є незалежними один від од-
ного і можуть виконуватись паралельно з використанням сучасних 
комп’ютерних мереж і відповідних комунікаційних програм, що важ-
ливо з огляду на великий обсяг обчислювальної роботи для таких 
класів задач. 
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КВАЗИИДЕАЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ В ДВОЯКО-СЛОИСТЫХ СРЕДАХ 
 
На основании синтеза численных методов комплексного анализа и 
суммарных представлений с декомпозицией области по методу 
Шварца разработан конструктивный подход к решению нелиней-
ных краевых задач для двусвязных слоистых криволинейных об-
ластей, ограниченных эквипотенциальными линиями. Созданный 
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ла слоев постоянства коэффициента проводимости среды, вычис-
ления полного расхода. 
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